3. Enoncés des exercices

Exercice 3.1 Suites convergentes vers une limite finie

Méthode 1 : Application de la remarque 3.1.

Pour montrer que lirf uy, = £, il faut et il suffit de montrer que pour tout € > 0 (aussi petit que I'on veut), il
n—-—+0o0

existe un rang ng a partir duquel tous les termes u,, de la suite seront dans l'intervalle |¢ — €; ¢ + €.

Oru, el —eltefel—ec<up,<l+ee —e<u, —l<+4es|u, — L] <e.

En pratique, on va fixer un € > 0, et on va essayer de déterminer par le calcul un rang ng a partir duquel I'on a
|u, — €] < € (OU —€ < uy — £ < +e).

Pour cela, il faut d’abord essayer de "deviner” ¢ (on peut faire une conjecture en calculant les termes a la
calculatrice, ou bien utiliser le théoréme du point fixe quand on l'aura vu) : on cherche donc un "candidat
limite”. Parfois on a la chance que la valeur de ¢ soit donnée dans I'énoncé.

Ensuite, on étudie le comportement de (u,, — ).

On écrit donc |u,, — £| < €, et on essaie d’en déduire une valeur de ny convenable (qui dépendra de ).

1°) Démontrer que la suite définie pour tout n € N* par u,, = 5 + 1 converge vers ¢ = 5 lorsque n — +oc.
2°) Démontrer que la suite définie pour tout n € N* par v,, = 3n*12 converge vers ¢ = 3 lorsque n — +oo.
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3°) Démontrer que la suite définie pour tout n € N* par w,, =5 + w converge vers ¢ = 12 lorsque
n — +00.

Exercice 3.2 Suites divergentes vers un infini

Méthode 2 : Application de la premiére partie de la définition 3.3.

Pour montrer que lirf u, = 400, il faut et il suffit de montrer que pour tout A > 0 (aussi grand que I'on
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veut), il existe un rang ng a partir duquel tous les termes de la suite sont > A.
On écrit donc u,, > A, et on essaie d’en déduire par le calcul une valeur convenable de n, (qui dépendra de
A).

1°)Démontrer que la suite définie pour tout n € N par u,, = 2n diverge vers +co lorsque n — +oco.

2°)Démontrer que la suite définie pour tout n € N par v,, = 3/n diverge vers +co lorsque n — +oo.
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3°)Démontrer que la suite définie pour tout n € N par w,, = "T“ diverge vers +oo lorsque n — +oo.

Exercice 3.3 Démontrer que les suites suivantes dont on donne le terme général sont convergentes

(préciser leurs limites).

2) u, = S )y, — mheostn)

Exercice 3.4 Etudier la limite de la suite (uy,).
a)u, =5—2n b)un:f—2 C)un:3n2+2n+5—%

Exercice 3.5 Déterminer les limites éventuelles des suites u, v et w dont on donne les termes généraux.
2 1 1 _ 1 1
un=n’—g  Dun=5—2Vn Qua=(n-73) (%)

Exercice 3.6 Etudier la limite de la suite (uy,).
Qu, =3 —n+i bu,=1-6" ) u,=3"—2"

Exercice 3.7 Etudier la limite de la suite (u,).
a) up =1-3x (_%)” b) un = % C) up = 431_,.:327,.

Exercice 3.8 Pourtoutn € N, n > 2, on pose : u, = 1 + —¥"+1

19) Montrer que, pour toutn € N, n > 2 : Y24 <, — 1 < 2L
2°) Déterminer la limite des suites de termes généraux : Y241 et !

3°) Conclure sur la limite de la suite (u,,)

Exercice 3.9 Démontrer que les suites u et v suivantes sont convergentes et déterminer leurs limites.

_1 n
a) Upn = (n—l—)l b) Un = 0282_”

- . T . 2_ .
Exercice 3.10 La suite u est définie sur N par : u,, = W
1°) Donner une valeur approchée de u1q et uiqo-
Que peut-on conjecturer concernant la limite éventuelle de la suite u ?
|

; . 2n%-3 2n%43
2°) Prouver que pour tout entier naturel n @ 5= < u, < 55
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En déduire la limite de la suite u.

3°a) Justifier que pour tout entier n : ;;’;1 Sun —2< ;g
3%) A partir de quel rang N est-on certain que pour tout n > N, la distance entre u,, et 2 est inférieure a
10737

3°c) A-t-on pour tout entier n > N, u, <27?

Exercice 3.11 On considére la suite w définie par wy = 0, 6 et pour tout entier naturel n, w, 1 = 0, Tw, + 0, 1.
1°) Justifier que pour tout entier n,ona: 0 < w, <1

2°) Démontrer que la suite w est monotone.

3°) En déduire que la suite w est convergente. Préciser la valeur de sa limite.

Exercice 3.12 On considére la suite u définie par ug = 1 et pour tout entier n, u,+1 = v4u, + 5.
Démontrer que la suite u est bornée (on pourra dans un premier temps conjecturer a la calculatrice un
minorant et un majorant de u, soit en calculant des valeurs de la suite, soit en utilisant une représentation
graphique ; mais une telle conjecture n’a pas valeur de preuve et il faudra en suite faire une démonstration
rigoureuse).

Exercice 3.13 On considére une suite u. Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite w.
a) u, =n®+(—=1)"n  b)u, = (cos(n) —2) x n

Exercice 3.14 On considére la suite u définie sur N* par : u,, = Z ﬁ =1
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°) Soit un entier n > 1. Justifier que pour tout entier k, 1 < k < n, ona 1>

1
NG
2°) En déduire que pour tout entier n > 1, u,, > /n.
3°) Déterminer la limite de la suite u,,.
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